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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА УНОСА  
ИЗМЕЛЬЧЕННОГО МАТЕРИАЛА В СЕПАРАЦИОННОЕ ПРОСТРАНСТВО  
СРЕДНЕХОДНЫХ МЕЛЬНИЦ 
Разработано математическое описание процесса уноса измельченного материала в сепараци-
онное пространство среднеходных мельниц. Предложена математическая модель движения час-
тиц в закрученном восходящем газовом потоке, учитывающая концентрацию твердой фазы. По-
лучена зависимость осевой скорости частицы от скорости несущей среды при разных концен-
трациях твердой фазы. Показано, что при низкой концентрации твердой фазы (1–5%) относи-
тельно несущей газовой среды при нестесненных условиях влиянием соседних частиц на траек-
торию движения можно пренебречь. 
Developed a mathematical description of the ash particulate material in the separation space roller 
mills. A mathematical model of the motion of particles in a swirling upward gas flow, for the first time 
takes into account the concentration of the solid phase. The dependence of the axial velocity of the par-
ticle on the velocity of the carrier medium at different concentrations of the solid phase. It is shown that 
at low solids content (1–5%) relative to the carrier gas environment with unrestricted conditions, the in-
fluence of neighboring particles on the trajectory can be neglected. 
Введение. Специфика работы среднеход-
ных мельниц заключается в том, что весь мате-
риал, выходящий с вращающегося размольного 
стола, независимо от размеров частиц должен 
уноситься потоком воздуха в сепарационную 
зону и далее в сепаратор. В гравитационной 
сепарационной зоне осаждаются более круп-
ные частицы и возвращаются на домол. Сред-
ний класс и мелкий товарный продукт уносят-
ся в сепаратор, где разделяются: товарный 
продукт выводится из мельницы, а средний 
класс возвращается в центр тарелки на доиз-
мельчение. Так организуется замкнутый цикл 
работы мельницы. Следовательно, в этих по-
мольных агрегатах мельница и сепаратор вы-
ступают как единое целое, а соответственно, и 
движение материальных потоков в них должно 
быть взаимоувязано. 
В научной литературе очень мало данных 
по исследованию движения частиц после попа-
дания в кольцевой зазор, образованный торцом 
размольного стола и корпусом мельницы. В опу-
бликованной работе [1] движение частиц в се-
парационной зоне рассматривается в осевом 
потоке. Однако при такой подаче газа очень 
трудно равномерно его распределить. В резуль-
тате образуются зоны с пониженной скоростью 
газа, в которых материал не уносится вверх, а 
проваливается вниз, что нарушает нормальный 
режим работы мельницы. В последнее время 
предлагаются различные способы выравнива-
ния структуры газового потока, одним из ко-
торых является тангенциальный подвод несу-
щей среды. 
Движение частиц в закрученном потоке ши-
роко изучалось в циклонных процессах, вихре-
вых массообменных аппаратах, вихревых и 
центробежных мельницах [2–3]. Нами ранее 
проводились теоретические исследования дви-
жения одиночной частицы в закрученном газо-
вом потоке в сепарационном пространстве сред-
неходных мельниц [4]. В результате получена 
траектория полета частицы в сепарационном 
пространстве, определены составляющие пол-
ной скорости и высота, на которой происходит 
ее соприкосновение со стенкой корпуса. По-
следний параметр необходим для конструкци-
онного усовершенствования мельницы, так как 
сепарационная зона должна быть выполнена 
таким образом, чтобы частицы не долетели до 
стенки мельницы над кольцевым зазором. Час-
тицы при попадании на стенку сползают по 
корпусу мельницы под размольный стол, т. е. 
происходит провал измельченного материала.  
При разработке вышеуказанной модели [4] 
нами было принято допущение об отсутствии 
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взаимодействия между частицами, так как в 
некоторых источниках [5] высказывалось пред-
положение, что при рассмотрении движения 
твердых частиц в газовзвесях для концентраций 
менее 0,02 влиянием стенок канала или сосед-
них частиц на скорость витания можно пренеб-
речь. В то же время в кольцевом зазоре и над 
размольным столом концентрация твердой фа-
зы может достигать β = 0,05 в связи с особен-
ностью работы мельницы в замкнутом цикле и 
возникающей циркуляции части материала. Та-
ким образом, целью работы являлась оценка 
влияния учета стесненного движения частиц в 
несущем потоке на траекторию их движения. 
Основная часть. Как известно, при попа-
дании частицы материала в закрученный газо-
вый поток на нее воздействует комплекс внеш-
них сил. Определяющими силами, влияющими 
на движение частиц в газовой среде, являются 
сила аэродинамического сопротивления возду-
ха Fв и сила тяжести G (рис. 1). 
 
Рис. 1. Расчетная схема 
В общем виде уравнение движения частицы 
материала в закрученном воздушном потоке 
может быть представлено следующим образом: 
1
,
=
υ =∑k i
i
dm F
dt
  (1) 
где υ  − скорость движения частицы в закру-
ченном потоке, м/с; t − время движения части-
цы, с; k − количество внешних сил, действую-
щих на частицу материала при ее движении;  
Fi – активные силы, Н. 
Основное влияние на движение частицы ма-
териала в закрученном потоке оказывает сила 
аэродинамического воздействия воздуха, кото-
рая в данном случае определяется по следую-
щей формуле: 
( )в ф в12 i iF k с S w w= ρ − υ − υ =
 ( )2ф в1 ,8 i ik с d w w= ρ π − υ − υ             (2) 
где kф – коэффициент формы частицы; с – ко-
эффициент аэродинамического сопротивления; 
ρв – плотность воздуха, кг/м3; S – площадь по-
перечного сечения частицы, м2; wi − скорость 
воздушного потока в данной точке аппарата, 
м/с; d – диаметр частицы, м. 
Модуль разности скоростей воздушного по-
тока и частицы (относительная скорость) мож-
но представить в виде 
2 2 2( ) ( ) ( ) ,i r r z zw w w wϕ ϕ−υ = −υ + −υ + −υ  (3) 
где wr, wφ, wz – составляющие полной скорости 
движения воздушного потока, м/с. 
Необходимо отметить, что при рассмотре-
нии любых задач движения двухфазных пото-
ков определенной сложностью является нахож-
дение составляющих полной скорости движе-
ния газового потока. До недавнего времени 
наиболее простым и достоверным методом оп-
ределения скоростей и давлений являлся пнев-
матический, основанный на измерении давле-
ния в определенных точках поверхности вне-
сенными в поток измерительными приборами 
(зондами). Причем измерения проводились в 
основном с использованием трехканальных 
зондов, в виду их простоты и доступности. Но 
кроме невысокой точности измерений, исполь-
зование трехканальных зондов подразумевало 
невозможность получения данных для ради-
альной составляющей скорости газа. В некото-
рых источниках рекомендуется не учитывать 
эту составляющую в виду ее незначительности 
при рассмотрении движения частиц в устано-
вившихся закрученных газовых потоках. Мы 
ранее также использовали данный подход и 
вышеуказанное допущение при разработке мо-
дели движения одиночной частицы [4]. Однако 
движение воздуха в сепарационном простран-
стве среднеходных мельнице не является уста-
новившимся ввиду наличия множества элемен-
тов, нарушающих структуру потока (валки, раз-
мольный стол и др.). Кроме того, на современ-
ном этапе развития вычислительных техноло-
гий и ЭВМ появились новые методы получения 
профилей скоростей, основанные на компью-
терном моделировании аэродинамики газовых 
сред при помощи специализированных матема-
тических пакетов, таких как Solid Works Flow 
Simulation, Ansys и др. Ранее мы провели ис-
следования аэродинамики сепарационной зоны 
валковой среднеходной мельницы с использо-
ванием прикладного пакета Solid Works Cosmos 
Flo Works [6]. В результате моделирования бы-
ли получены профили распределения трех со-
ставляющих скорости воздушного потока, при-
чем было показано значительное влияние ради-
альной скорости на характер движения. Обра-
ботка полученных данных дала возможность 
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составить экспериментально-аналитическую мо-
дель [4], характеризующую изменение состав-
ляющих скорости газа wr, wφ, wz  по сечению 
мельницы, которая нами использовалась в 
дальнейших расчетах (4). 
4 3 2
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где ,  w r? ?  − соответственно относительные состав-
ляющие скорости потока и относительный радиус. 
В литературе приведено множество эмпи-
рических формул для расчета коэффициента 
аэродинамического сопротивления с, зависяще-
го от числа Рейнольдса Re [5]. Для аналитиче-
ских исследований удобны зависимости вида  
                           С = АRe–n ,                         (5) 
где А и n – эмпирические коэффициенты, зави-
сящие от значения Re, т. е. от режима движения. 
Однако общим недостатком формул такого 
вида является то, что их применимость ограни-
чена небольшими диапазонами значений Re. Во 
многих случаях целесообразно использовать 
двухчленные формулы, наиболее известной из 
которых является формула Л. С. Клячко [5]: 
1 1/324Re 4Reс − −= + .   (6) 
Принято считать, что в ламинарном потоке 
газовзвеси со строго монодисперсными сфериче-
скими частицами столкновений между ними не 
происходит. Если хотя бы одно из перечислен-
ных условий не выполняется, траектории раз-
личных частиц могут пересекаться, что приводит 
к более или менее интенсивному взаимодейст-
вию между ними. Такая картина наблюдается 
при хаотическом движении частиц при уносе их 
в сепарационную зону среднеходных мельниц.  
Определение скорости витания (уноса) части-
цы с помощью известных зависимостей с = f(Re) 
требует применения итераций, которые к тому 
же медленно сходятся. Поэтому удобнее выра-
зить зависимость с = f(Re) в виде с = f(Ar), так 
как критерий Архимеда не зависит явно от ско-
рости витания. 
Во многих случаях наличие соседних час-
тиц существенно влияет на характер обтекания 
частицы газом и, следовательно, на величину 
скорости витания, которая оказывается меньше, 
чем следует. Из многочисленных источников 
наиболее надежной считается следующая кор-
реляция числа Рейнольдса для учета влияния 
концентрации твердой фазы в газовом потоке [5]: 
1
4,75 4,75Re Ar(1 ) 18 0,61 Ar(1 ) ,
−⎡ ⎤= −β + −β⎢ ⎥⎣ ⎦  (7) 
где Ar – число Архимеда. 
Число Архимеда можно определить по клас-
сической формуле: 
3
м в
2
в
Ar ,
⎛ ⎞ρ −ρ= ⎜ ⎟ρν ⎝ ⎠
gd     (8) 
где g – ускорение свободного падения, м/с2;  
ν – кинематическая вязкость среды, м2/с;  
ρм – плотность частиц измельчаемого мате-
риала, кг/м3. 
Движение закрученного газового потока но-
сит сложный пространственный характер. Твер-
дые частицы, попавшие в такой поток, увлека-
ются газом и начинают двигаться по спирале-
образным траекториям. Движение по таким 
траекториям обычно рассматривается в цилин-
дрической системе координат. Центр системы 
координат совместим с центром мельницы. Теку-
щими координатами в этом случае будут r, φ, z. 
Полная скорость движения частиц в этом слу-
чае будет характеризоваться тремя составляю-
щими: , ,r zϕυ υ υ .  
Тогда в проекциях на оси цилиндрической 
системы координат уравнения движения твер-
дой частицы в закрученном потоке примут вид 
2
в
в
в
,
2
,
,
rr
r
zz
dm F
dt R
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m F
dt R
dm F G
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ϕ
ϕ ϕ ϕ
⎧ ⎛ ⎞υυ − =⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪ υ υ υ⎛ ⎞⎪ + =⎨ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪⎪ υ⎪ = −⎪⎩    
 (9) 
где R – текущий радиус движения частицы ма-
териала и воздушного потока, м (рис. 1). 
Подставляя в систему дифференциальных 
уравнений (9) выражения (2), (3) и (6)–(8) и вы-
полняя соответствующие преобразования, око-
нчательно получаем 
ф в
м
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2 2 2
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2 2 2
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м
2 2 2
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ρ −υ⎧ υ = ×⎪ ρ⎪⎪ υ⎪× −υ + −υ + −υ +⎪⎪ ρ −υυ⎪ = ×⎪ ρ⎨⎪ υ υ⎪× −υ + −υ + −υ −⎪⎪ ρ −υυ⎪ = ×⎪ ρ⎪⎪× −υ + −υ + −υ −⎩
(10) 
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Таким образом, решая систему дифферен-
циальных уравнений и принимая во внимание 
вышеперечисленные начальные условия, полу-
чаем численные значения тангенциальной, ра-
диальной и осевой скоростей движения оди-
ночной частицы в кольцевом зазоре валковой 
мельницы.  
По величине отдельных составляющих 
можно рассчитать значение полной скорости 
частицы при соприкосновении со стенкой 
мельницы: 
2 2 2 .r zϕυ = υ + υ + υ      (11) 
На рис. 2 представлена зависимость осевой 
скорости движения частицы в кольцевом зазоре 
от среднерасходной скорости газа при различ-
ных концентрациях твердой фазы в несущем 
потоке, полученная при расчете валковой 
среднеходной мельницы с внутренним диа-
метром корпуса 250 мм и диаметром размоль-
ного стола 214 мм. Начальные значения со-
ставляющих скоростей схода частиц с раз-
мольного стола определены ранее [7]. Из зави-
симости видно, что осевая скорость частицы 
изменяется практически по линейному закону. 
Анализ полученных данных показывает, что 
даже при пятикратном увеличении концентра-
ции твердой фазы в газовом потоке (в диапазо-
не от 1 до 5%) скорость движения частиц изме-
няется не более чем на 4%. 
 
 
 
Рис. 2. Зависимость осевой скорости  
частицы от скорости несущего потока  
при различных концентрациях твердой фазы 
По полученной зависимости, рассчитав ско-
рость витания частиц, можно определить ско-
рость несущего потока, при котором частица 
начнет падать под действием силы тяжести. 
Эти данные важны для определения условий, 
предотвращающих провал материала. 
Также по предложенной математической 
модели движения частицы построена траекто-
рия ее полета после схода с размольного стола 
и попадания в несущий газовый поток (рис. 3). 
По траектории легко определить высоту (H), на 
которую поднимется частица до соприкоснове-
ния с внутренней стенкой мельницы и направ-
ление движения частицы. Для эффективной 
сепарации частицы не должны попадать на 
стенку мельницы, поэтому поток газа необхо-
димо направить от периферии к центру под уг-
лом, большим угла полета частицы. 
 
 
Рис. 3. Траектория полета частицы 
Необходимо отметить, что при разработке 
предложенной математической модели прини-
малось допущение об однородности по грану-
лометрическому составу измельченного мате-
риала, что далеко не так, поэтому при ее ис-
пользовании при проектировании среднеход-
ной мельницы расчет необходимо вести по 
верхней границе дисперсного состава продукта 
после размола.  
Заключение. Полученная модель может 
быть использована при разработке конструкци-
онного исполнения кольцевого зазора и сепа-
рационного пространства среднеходных мель-
ниц. Причем при проектировании агрегатов с 
низкой концентрацией твердой фазы относи-
тельно несущей газовой среды при нестеснен-
ных условиях (коими и являются условия дви-
жения в мельницах, работающих в замкнутом 
режиме) влиянием соседних частиц на траекто-
рию движения можно пренебречь. 
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